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Obravnavali smo problem temperaturnih napetosti v homogeni, izotropni debelostenski cevi. 
Za izpeljavo enačb smo uporabili upogibno teorijo. Upoštevali smo dejansko debelino cevi 
in nezvezno porazdelitev temperature na notranjem robu cevi. Temperaturo na zunanjem 
robu cevi smo po celotnem obodu upoštevali enako in konstanto. Pri izpeljavi temperaturne 
porazdelitve po cevi smo uporabili metodo kompleksnih spremenljivk. Na osnovi znane 
temperaturne porazdelitve smo z upogibno teorijo izpeljali enačbo za določitev 
temperaturnih napetosti. Rezultati enačbe se precej dobro ujemajo z rezultati, ki so jih 
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We discussed the problem of thermal stress in homogeneous, isotropic thick-walled tube. 
The banding theory was used to derive the equations. We took into account the actual 
thickness of the tube and the non-uniform temperature distribution on the inner edge of the 
tube. The temperature on the outer edge of the tube throughout the perimeter was considered 
constant. The temperature distribution in the tube was derived by using complex variable 
method. Based on known temperature distribution we used banding theory to derive the 
thermal stress equation in the tube. The results of our equation match quite well with the 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
A mm2 površina 
a mm razdalja do nevtralne osi 
c J kg-1 K-1 specifična toplota 
E MPa modul elastičnosti 
Ė W energijski tok 
h mm višina nosilca 
Iz mm
4 vztrajnostni moment ploskve 
Mz Nm notranji moment 
N N notranja osna sila 
Q J toplota 
?̇?x W toplotni tok 
r mm radij 
T °C temperatura 
Ty N notranja prečna sila 
t s čas 
   
α K-1 razteznostni koeficient 
ε0 / deformacija vlakna, ki leži na osi x (težiščna os?) 
εxx / celotna deformacija nosilca v smeri x 
λ, λ0 W m
-1 K-1 toplotna prevodnost materiala 
ρ0 mm radij ukrivljenosti 
ρ kg m-3 gostota 
σxx MPa normalna napetost 
σθθ MPa cirkularna napetost 
θ ° kot 
θ1 ° kot, ki označuje mejo med omočenim in neomočenim 
delom cevi na notranjem robu 
τ °C, K temperaturna sprememba glede na temperaturo T0 
   
Indeksi   
   
g generirani   
in vstopajoči   
out izstopajoči   
st shranjeni   







Seznam uporabljenih okrajšav 
Okrajšava Pomen 
  
DTT dvodimenzionalna teorija termoelastičnosti 








1.1 Ozadje problema in pregled literature 
V zaključni nalogi bomo obravnavali temperaturne napetosti, ki se v ceveh pojavijo zaradi 
neenakomerne porazdelitve temperature na notranjem robu cevi. Neenakomerna 
porazdelitev temperature na notranjem robu je lahko posledica delne napolnjenosti cevi ali 
pa turbulentnega mešanja fluidov pri različnih temperaturah. Temperaturne napetosti lahko 
povzročijo nastanek razpok v materialu in so razlog za utrujanja materiala. Pomembno je, 
da napetosti popišemo analitično in jih pravilno upoštevamo pri dimenzioniranju. Z 
upoštevanjem teh napetosti podaljšamo življenjsko dobo konstrukcij, saj na ta način 
preprečimo porušitev cevi in vse ostale posledice, ki bi temu sledile. 
 
Iskali bomo analitično rešitev za popis temperaturnih napetosti, ki se pojavijo v cevi. 
Analitično rešitev je mogoče poiskati v primeru stacionarnega dvodimenzionalnega 
termoelastičnega problema v polarnih koordinatah, v primeru poljubnega, nesimetričnega 
(glede na os koordinatnega sistema) temperaturnega polja. 
 
V preteklosti je bil problem že obravnavan na različne načine. Raziskovalci so pri reševanju 
uporabili različne predpostavke. Nekateri so upoštevali, da je cev tankostenska, drugi so 
upoštevali, da gre za debelostensko cev poljubne debeline. Razlike so se pojavile tudi pri 
določitvi oz. izbiri temperaturne porazdelitve po debelini cevi. Nekateri so privzeli, da je 
porazdelitev po debelini konstantna, drugi so predpostavili, da je linearna, parabolična ali še 
drugačna, nekateri pa so upoštevali dejansko porazdelitev temperature po debelini cevi. Pri 
obravnavi so v glavnem upoštevali upogibno teorijo, nekateri med njimi pa tudi DTT. Nekaj 
primerov najbolj zanimivih načinov reševanja problema bomo omenili v nadaljevanju. 
 
Goodier [1] je temperaturne napetosti za cevi poljubnih presekov (okrogle, eliptične, 
pravokotne in druge) izpeljal z uporabo upogibne teorije. Pri izpeljavi je upošteval, da gre 
za tankostensko cev in da se temperatura na notranji in zunanji strani spreminja v odvisnosti 
od kota. Kasneje je Tsao [2] njegove izračune nadgradil. 
 
Temperaturne napetosti v aksialni smeri, v delno napolnjeni tankostenski cevi so z uporabo 
upogibne teorije obravnavali Flieder et al. [3], Filin et al. [4] in Barron et al. [5]. Pri 




Russo et al. [6] so obravnavali delno napolnjeno tankostensko cev. Pri obravnavi so 
upoštevali tri različne temperaturne porazdelitve (nezvezna, hiperbolična in linearna 
sprememba temperature na gladini). Njihovo delo je modifikacija Goodierjevih izračunov 
za tankostensko cev. Ugotovili so, da so radialne napetosti največkrat bistveno manjše kot 
aksialne in cirkularne napetosti. 
 
Gatewood [7] je obravnaval debelostenske cevi. Pri obravnavi je upošteval, da je 
porazdelitev temperature na obeh straneh cevi nezvezna. Problem je reševal z uporabo 
metode kompleksnih spremenljivk in izpeljal analitično enačbo za izračun temperaturnih 
napetosti v cevi. Do podobnih rezultatov kot Gatewood [7] so prišli tudi Emery et al. [8] in 
Forray [9, 10]. 
 
Emery et al. [8] so eksperimentalno določili temperature in ugotovili, da se meritve dobro 
ujemajo s temperaturami, ki so jih uporabili Flieder et al. [3]. Z uporabo 





Cilj zaključne naloge je določiti analitično rešitev stacionarnega termoelastičnega problema 
homogene in izotropne debelostenske cevi. Pri izpeljavi bomo uporabili upogibno teorijo ter 
s tem zanemarili radialne in cirkularne napetosti, ki se pri temperaturno obremenjenih ceveh 
tudi pojavijo. V izpeljavah bomo upoštevali dejansko debelino cevi. Za popis temperaturnih 
napetosti v materialu bomo izbrali temperaturni profil na notranji strani cevi. Temperatura 
na omočenem delu cevi bo enaka temperaturi fluida, temperatura na neomočenem delu bo 
enaka temperaturi zraka v cevi. Nezvezna sprememba temperature na notranji strani stene 
cevi naj bi približno opisala temperaturne pogoje pri mešanju vročega in hladnega fluida. 
Temperatura na zunanji strani cevi bo konstantna. Nato bomo določili in v nadaljevanju 
upoštevali pravo porazdelitev temperature po debelini cevi. Na podlagi tega bomo na koncu 
izpeljali enačbo za določitev temperaturnih napetosti v cevi. Dobljene rezultate bomo na 
koncu primerjali z rezultati, ki jih dobimo z izpeljavami po DTT in po enačbah, ki so jih 
izpeljali Flieder et al. [3]. 
 
Z upoštevanjem DTT lahko problem obravnavamo precej natančno, vendar je teorija oz. 
izpeljava enačb precej zahtevna, zato želimo poiskati alternativno, enostavnejšo pot za 
obravnavo problema. 
 
Izpeljane enačbe naj bi zagotovile enostaven  in čim bolj natančen izračun napetosti v cevi. 
Natančnost izračuna bomo ovrednotili s primerjavo izračunanih napetosti po dveh drugih 
preizkušenih metodah, po DTT in z enačbami Flieder et al. [3]. 
 
V zaključni nalogi bomo preverili naslednji hipotezi: 
 
Hipoteza 1: Reševanje problema z upogibno teorijo nudi zadovoljivo natančne rezultate za 
izračun napetosti v cevi. 
Hipoteza 2: Upoštevanje dejanske debeline cevi in prave porazdelitve temperature po 
debelini cevi bistveno pripomoreta k natančnosti rezultatov. 
 
3 
2 Teoretične osnove 
2.1 Temperaturne napetosti v enoosnih konstrukcijskih 
elementih 
Pri določanju temperaturnih napetosti v nosilcih smo predpostavili, da velja Bernoulli-
Eulerjeva hipoteza o ravnih prerezih, ki pravi, da ravni prečni prerezi nosilca, ki so 
pravokotni glede na vzdolžno os (𝑥) pred deformacijo, ostanejo ravni in pravokotni glede na 
vzdolžno os tudi po deformaciji. 
 




Slika 2.1: Nosilec pred deformacijo 
 











2.1.1 Določitev normalne deformacije v smeri x 
V nadaljevanju smo se osredotočili na diferencialni del nosilca, ki je prikazan na sliki 2.3. 




Slika 2.3: Del nedeformiranega nosilca z označenimi vlakni 
 
Na nosilcu so označena določena vlakna, katerih dolžine so v nedeformiranem (začetnem) 
stanju enake (glej sliko 2.3). Na podlagi tega smo zapisali: 𝑘?̅? = 𝑚𝑛̅̅ ̅̅ = 𝑝𝑟̅̅ ̅. Na sliki 2.4 je 































Opazimo, da se delec po temperaturni deformaciji spremeni (glej sliko 2.4). Vzdolžna vlakna 
na konveksni strani se podaljšajo, vlakna na konkavni strani pa se skrajšajo. Na podlagi tega 
vemo, da obstaja ravnina, v kateri ne pride do deformacij. To ravnino imenujemo nevtralna 
ravnina, presek te ravnine in katerega koli prereza pa imenujemo nevtralna os. 
 
Dolžina vlakna, ki leži na nevtralni osi, se ob deformaciji ne spremeni. To zapišemo z enačbo 
𝑘′𝑙′̂ = 𝑘?̅? = 𝑑𝑠.  
 
Iz slike 2.4 smo določili enačbo, ki popisuje relacijo med radijem ukrivljenosti, 
diferencialom kota in dolžino vlakna 








Izraz zapisan z enačbo (2.1) imenujemo tudi ukrivljenost. Na podlagi slik 2.3 in 2.4 in enačbe 
(2.1) smo izpeljali enačbo za določitev normalne deformacije poljubnega vlakna v smeri 𝑥 
𝜀𝑥𝑥(𝑦) =




















Ob predpostavki, da obravnavano vlakno leži na osi 𝑥, se enačba (2.2) bistveno poenostavi, 
saj upoštevamo, da je v tem primeru 𝑦 = 0 
𝜀𝑥𝑥(𝑦 = 0) =
𝑎
𝜌0





2.1.2 Enačba za izračun napetosti 
Pri izpeljavi enačbe za izračun napetosti smo upoštevali posplošeni Hookov zakon, ki pravi, 
da je skupna deformacija sestavljena iz mehanskega in temperaturnega dela. Iz zakona smo 




+ 𝛼 ∙ 𝜏 (2.4) 
 







+ 𝛼 ∙ 𝜏  
 
in po preureditvi izraza smo prišli do enačbe za izračun napetosti 
𝜎𝑥𝑥(𝑦) = −𝛼 ∙ 𝐸 ∙ 𝜏(𝑦) +
𝑎 − 𝑦
𝜌0
∙ 𝐸 (2.5) 
 




Robni pogoji in določitev konstant 
 
V enačbi (2.5) za izračun napetosti nastopata konstanti 𝑎 in 𝜌. Za določitev teh konstant smo 
morali določiti dva robna pogoja. Pri ravninskih nosilcih imamo lahko v prerezu osno in 




Slika 2.5: Sile in momenti v nosilcu 
 

















Prvi robni pogoj – določitev deformacije težiščne osi 
 
Pri zapisu prvega robnega pogoja smo upoštevali, da je notranja osna sila v nosilcu enaka 
nič, 𝑁 = 0. Ob upoštevanju robnega pogoja in enačbe (2.5) smo zapisali, da velja 
∫ 𝜎𝑥𝑥
𝐴
𝑑𝐴 = 0  








𝑑𝐴 = 0  
 




𝑑𝐴 = 0  
 
To smo upoštevali v nadaljnji izpeljavi in po poenostavitvi dobili enačbo (2.6) za izračun 
deformacije težiščne osi nosilca 

















Drugi robni pogoj – določitev radija ukrivljenosti 
 
Pri drugem robnem pogoju smo upoštevali, da je moment okoli 𝑧 osi enak 0, 𝑀𝑧 = 0. Ob 
upoštevanju robnega pogoja in enačbe (2.5) smo dobili 
∫ 𝜎𝑥𝑥 ∙ 𝑦
𝐴
𝑑𝐴 = 0  
∫ (−𝛼 ∙ 𝐸 ∙ 𝜏(𝑦) ∙ 𝑦 +
𝑎
𝜌0





𝑑𝐴 = 0  
 
Tudi tukaj smo upoštevali, da je 𝑥 os hkrati tudi težiščna os. Zato smo tudi v tem primeru 
upoštevali, da velja ∫ 𝑦
𝐴
𝑑𝐴 = 0. Hkrati smo v tem primeru upoštevali tudi enačbo za 
izračun vztrajnostnega momenta ploskve 
Teoretične osnove 
8 





in po poenostavitvi dobili enačbo za izračun radija ukrivljenosti nosilca 
















Določitev razdalje a 
 
V naslednjem koraku smo določili enačbo za izračun razdalje 𝑎 (glej sliko 2.3). Pri izpeljavi 
enačbe smo uporabili enačbi (2.6) in (2.7). Najprej smo enačbo (2.7) pomnožili z razdaljo 𝑎 























2.2 Fouriereva vrsta 
Fouriereve vrste imajo pomembno vlogo pri obravnavi mnogih tehničnih problemov v 
strojništvu. Omogočajo nam, da poljubno periodično funkcijo na nekem območju 
prevedemo oz. razvijemo v vsoto skupine periodičnih funkcij kot sta sinus in kosinus. 
 
Prednost zapisa enačb s Fourierevimi vrstami je, da imamo za popis celotnega območja eno 





V naši obravnavi smo uporabili Fourierev obrazec za periodične funkcije. Funkcijo s 
periodo 𝑇 imenujemo tudi 𝑇-periodična funkcija. Če je 𝑓(𝑡) periodična funkcija s periodo 
𝑇, potem velja enačba  
𝑓(𝑡 + 𝑚𝑇) = 𝑓(𝑡), 𝑚 = 0,±1,±2,±3,…  
 
Odsekoma monotone, zvezne in periodične funkcije s periodo 2𝜋 razvijemo v 




















∙ ∫ 𝑓(𝑡) ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝑡)
𝜋
−𝜋




∙ ∫ 𝑓(𝑡) ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝑡)
𝜋
−𝜋
𝑑𝑡, 𝑚 = 0,±1,±2,±3,… (2.12) 
 
 
2.3 Reševanje problemov v kompleksni ravnini 
2.3.1 Kompleksna števila 
V matematiki realna števila razširimo v množico kompleksnih števil. Ta razširitev nam med 
drugim omogoči izračun korena negativnega števila. Kompleksna števila vsebujejo 
imaginarno enoto 𝑖, za katero velja 𝑖2 = −1. 
Splošen zapis kompleksnega števila je 
𝑧 = 𝑥 + 𝑖 ∙ 𝑦 (2.13) 
 
kjer sta 𝑥 in 𝑦 realni števili, 𝑥 imenujemo realna, 𝑦 pa imaginarna komponenta 
kompleksnega števila 𝑧 




Kompleksno število predstavimo kot točko ali vektor v kompleksni ravnini, kjer sta realna 
in imaginarna komponenta kompleksnega števila kartezični koordinati te točke oz. 




Slika 2.6: Kompleksna ravnina 
 
Konjugirana vrednost števila 𝑧 je 
𝑧̅ = 𝑥 − 𝑖 ∙ 𝑦 (2.14) 
 
Iz izrazov (2.13) in (2.14) lahko zapišemo koordinati 𝑥 in 𝑦 kot funkciji kompleksnega 








∙ (𝑧̅ − 𝑧)  
 
 
Polarni in eksponentni zapis kompleksnega števila 
 
Polarni oz. trigonometrični in eksponentni zapis kompleksnega števila 𝑧 in njegove 
konjugirane vrednosti sta 
𝑧 = 𝑟 ∙ (𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃)) = 𝑟 ∙ 𝑒𝑖𝜃 (2.15) 









Sledita iz zapisa komponent kompleksnega števila v polarnem koordinatnem sistemu 
𝑥 = 𝑟 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜃)  
𝑦 = 𝑟 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃)  
 
in upoštevanja zveze med eksponentno funkcijo in trigonometričnimi funkcijami v 
kompleksnem 
𝑒𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃)  
 
 
2.3.2 Prehod v kompleksni koordinatni sistem 
Reševanje problemov v kompleksnem koordinatnem sistemu predstavlja poenostavitev, zato 
smo se odločili, da bomo v nadaljevanju uporabili preslikavo Fouriereve vrste v kompleksno 
ravnino.  
 
Izrek: Če se da funkcijo 𝑓(𝑡) na intervalu [𝜋, −𝜋] razviti v trigonometrijsko vrsto, za vsak 
𝑡 s tega intervala velja 




, 𝑚 = 0,±1,±2,±3,… (2.17) 
 
























2.3.3 Prevod toplote 
Poznamo tri osnovne mehanizme prenosa toplote: 
‐ prevod toplote, 
‐ konvekcija ali prestop toplote, 
‐ sevanje ali radiacija. 
 
Toplotni tok je vedno usmerjen od delca z višjo proti delcu z nižjo temperaturo. Prenos 
toplote v trdnih telesih poteka tako, da toplota med posameznimi delci prehaja z 
mehanizmom prevoda toplote. Pri vrednotenju prenosa toplote v trdnem telesu ugotovimo, 
da je delež prenosa toplote zaradi radiacije zanemarljiv. Ugotovimo tudi, da tu ne pride do 
prenosa toplote s konvekcije, zato smo v naši obravnavi upoštevali zgolj mehanizem prevoda 
toplote. 
 
Pri izpeljavi splošne enačbe prevoda toplote v prostoru upoštevamo, da je toplotni tok v 






Splošno enačbo prevoda toplote izpeljemo na podlagi Fourierevega zakona prevoda toplote 











in energijske bilance na kontrolnem volumnu, ki pravi, da je vsota vstopajočih, generiranih 





















?̇?𝑖𝑛 + ?̇?𝑔 − ?̇?𝑜𝑢𝑡 = ?̇?𝑠𝑡  
 
Rezultat energijske bilance na kontrolnem volumnu je splošna enačba prevoda toplote 
𝑐 ∙ 𝜌 ∙
𝜕𝑇
𝜕𝑡









) + 𝑄𝑔  
 
Zgornja enačba velja za nestacionarni prevod toplote (časovno odvisen prevod toplote), za 
izotropen material s koeficientom toplotne prevodnosti 𝜆, ki je v vseh smereh enak. V 
materialu se generira toplota 𝑄𝑔. 
 
V našem primeru smo obravnavali precej poenostavljen primer prevoda toplote. Upoštevali 
smo, da gre za stacionarni prevod toplote (odvod temperature po času je enak 0), kjer ni 
toplotne generacije (odpade člen 𝑄𝑔) in je temperatura neodvisna od koordinate 𝑧 (vpliv 
koordinate 𝑧 je tako majhen, da lahko to zanemarimo). Ob vseh teh predpostavkah smo iz 











3 Metodologija raziskave 
3.1 Temperaturna porazdelitev na notranji strani cevi 
Na začetku obravnave našega problema smo predpostavil, da poznamo temperaturno 
porazdelitev na notranjem robu cevi. Na omočenem delu cevi smo predpostavili temperaturo 
𝑇1, na neomočenem delu cevi pa temperaturo 𝑇2. Problem bi v nadaljevanju lahko 
obravnavali s pomočjo dveh enačb (za vsako temperaturno območje bi izpeljali svojo 
enačbo), vendar bi bilo to zamudno in predvsem nezaželeno, zato je bil naš cilj v 
nadaljevanju s pomočjo Fouriereve transformacije določiti eno enačbo za popis temperature 






























Enačbo porazdelitve temperature na notranjem robu cevi smo iskali v kompleksnem 
koordinatnem sistemu, zato smo narisali še skico v kompleksnem koordinatnem sistemu 
(glej sliko 3.2). Pri tem smo zaradi lažje obravnave spremenili mesto in smer merjenja kota, 




Slika 3.2: Obravnavana cev v kompleksnem koordinatnem sistemu 
 
Na podlagi slike 3.2 smo narisali graf porazdelitve temperature na notranjem robu v 





























S pomočjo slike 3.3 smo zapisali enačbe, ki popisujejo odvisnost temperature od kota na 
notranjem in zunanjem robu cevi 
−𝜋 ≤ 𝜃 ≤ −𝜃1, 𝑇(𝑟 = 𝑅1, 𝜃) = 𝑇1(𝜃) = 𝑇2 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.  
−𝜃1 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃1, 𝑇(𝑟 = 𝑅1, 𝜃) = 𝑇1(𝜃) = 𝑇1 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.  
θ1 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 𝑇(𝑟 = 𝑅1, 𝜃) = 𝑇1(𝜃) = 𝑇2 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.  
0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 𝑇(𝑟 = 𝑅2, 𝜃) = 𝑇2(𝜃) = 𝑇𝑧 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.  
 
 
3.1.1 Razvoj porazdelitve temperature v neskončno 
trigonometrijsko vrsto 
V naslednjem koraku smo s pomočjo Fouriereve vrste porazdelitev temperature na 
notranjem robu razvili v neskončno trigonometrijsko vrsto. Za razvoj v Fourierevo vrsto smo 
morali najprej določiti vse potrebne koeficiente 𝑎0, 𝑎𝑚 in 𝑏𝑚. 
 
Najprej smo določili koeficient 𝑎0. Pri določitvi koeficienta smo uporabili enačbo (2.10) in 























∙ (𝑇2 ∙ (−𝜃1 − (−𝜋)) + 𝑇1 ∙ (𝜃1 − (−𝜃1)) + 𝑇2 ∙ (𝜋 − 𝜃1))  





Sledila je določitev koeficienta 𝑎𝑚. Za določitev tega koeficienta smo uporabili enačbo 




∙ (∫ 𝑇2 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜃)
−𝜃1 
−𝜋
𝑑𝜃 + ∫ 𝑇1 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜃)
𝜃1
−𝜃1






































∙ ((𝑠𝑖𝑛(−𝑚𝜃1) − 𝑠𝑖𝑛(−𝑚𝜋) + 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜋) − 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃1)) ∙ 𝑇2 + 
+𝑇1 ∙ (𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃1) − 𝑠𝑖𝑛(−𝑚𝜃1))) 
 
 
Pri nadaljnji izpeljavi za izračun parametra 𝑎𝑚 smo upoštevali zvezi 
𝑠𝑖𝑛(−𝑚𝜃1) = −𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃1)  
 
in 
𝑠𝑖𝑛(−𝑚𝜋) = −𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜋) = 0  
 







∙ (𝑇2 ∙ (−2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃1)) + 𝑇1 ∙ (2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃1)))  
𝑎𝑚 =







Potem je sledila izpeljava enačbe za izračun koeficienta 𝑏𝑚, uporabili smo enačbo (2.12) in 




∙ (∫ 𝑇2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃)
−𝜃1 
−𝜋
𝑑𝜃 + ∫ 𝑇1 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃)
𝜃1
−𝜃1




































∙ ((𝑐𝑜𝑠(−𝑚𝜃1) − 𝑐𝑜𝑠(−𝑚𝜋) + 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜋) − 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜃1)) ∙ 𝑇2 + 
+𝑇1 ∙ (𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜃1) − 𝑐𝑜𝑠(−𝑚𝜃1))) 
 
 
Pri nadaljnji poenostavitvi izraza smo upoštevali lastnosti 
𝑐𝑜𝑠(−𝑚𝜃1) = 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜃1)  
 
in 
𝑐𝑜𝑠(−𝑚𝜋) = 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜋)  
 
Po poenostavitvi smo dobili končni izraz za 𝑏𝑚 
𝑏𝑚 = 0 (3.3) 
 
 
Izpeljane izraze (3.1), (3.2) in (3.3) smo vstavili v enačbo (2.9). Dobljeno enačbo smo 




































3.1.2 Prehod v kompleksno ravnino 
V nadaljevanju smo morali enačbo (3.4) zapisati v kompleksnem koordinatnem sistemu. Za 
ustrezno pretvorbo, smo morali določiti koeficiente 𝐵0,1, 𝐵𝑚,1 in 𝐵−𝑚,1.  
 
Za določitev koeficienta 𝐵0,1 smo uporabili enačbo (2.18). V enačbi smo upoštevali enačbo 














V drugem koraku smo po enačbi (2.19) določili koeficient 𝐵𝑚,1. V enačbo smo vstavili 




















Na koncu je sledila določitev parametra 𝐵−𝑚,1. V enačbo (2.20) smo vstavili enačbi (3.2) in 









Izpeljane enačbe (3.5), (3.6) in (3.7) smo nato zapisali v enačbo (2.17) in dobili izraz 









































V naslednjem koraku smo upoštevali relaciji v kompleksnem koordinatnem sistemu, 
zapisani z enačbama (2.15) in (2.16), ter zapisali poenostavljeno enačbo za izračun 
temperature na notranjem robu cevi v kompleksnem koordinatnem sistemu 





















V nadaljevanju smo se osredotočili predvsem na drugi (sumacijski) del enačbe (3.8). 
Poenostavili smo ga tako, da smo sumacijo izvedli v mejah od −∞ do ∞. Rezultat 

























































Ugotovili smo, da dobimo zaradi upoštevane poenostavitve pri sumaciji dodaten člen v 
primeru, ko je koeficient 𝑚 = 0. Ta dodatni člen smo morali nato odšteti od končnega 












Nato smo zapisali temperaturno porazdelitev na notranji steni cevi v kompleksni ravnini 




















3.2 Temperaturna porazdelitev v cevi 
3.2.1 Zapis diferencialne enačbe v kompleksni obliki 
V nadaljevanju je bil naš cilj zapisati ravninsko Laplaceovo diferencialno enačbo kot 
funkcijo kompleksnega števila 𝑧 in njegove konjugirane vrednosti. Najprej smo zapisali 

















Nato smo upoštevali, da sta parcialna odvoda kompleksnega števila 𝑧 in njegove konjugirane 
vrednosti 𝑧̅ enaka 
𝜕𝑧
𝜕𝑥
= 1  
𝜕𝑧̅
𝜕𝑥
= 1  
 
in zapisali poenostavljen končni izraz za prvi parcialni odvod temperature po koordinati 𝑥 v 











Temu je sledil zapis drugega parcialnega odvoda temperature po koordinati 𝑥. Ob 
upoštevanju predhodno zapisanih izrazov za parcialni odvod kompleksnega števila 𝑧 in 






















































Nato smo po podobnem postopku izpeljali še enačbo za drugi parcialni odvod temperature 
















Zatem smo enačbi (3.10) in (3.11) vstavili v enačbo (2.21). Ob ustrezni poenostavitvi smo 
dobili končno enačbo prevoda toplote, izraženo s kompleksnim številom 𝑧 in njegovo 






















= 0    →     
𝜕2𝑇
𝜕𝑧𝜕𝑧̅
= 0 (3.12) 
 
Tako smo diferencialno enačbo zapisali kot funkcijo zgolj ene spremenljivke in s tem 
bistveno poenostavili nadaljnje postopke reševanja. Na ta način smo se izognili zahtevnemu 
integriranju. Enačbo (3.12) smo torej lahko v nadaljevanju brez težav integrirali. Rezultat 
integriranja po konjugirani vrednosti 𝑧̅ kompleksnega števila 𝑧 je bila enačba 
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= 𝐶1 + 𝑔1(𝑧)  
 
V naslednjem koraku smo enačbo integrirali po kompleksnemu številu 𝑧 in dobili 
𝑇(𝑧, 𝑧̅) = 𝐶1 ∙ 𝑧 + ∫𝑔1(𝑧) 𝑑𝑧 + 𝐶2 + 𝑔2(𝑧̅)  
 
Nato smo upoštevali, da je integral splošne funkcije kompleksnega števila 𝑧 po integriranju 
še vedno neka funkcija istega kompleksnega števila. Zapisali smo 
∫𝑔1(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑔3(𝑧)  
 
Ker vemo, da je funkcija porazdelitve temperature 𝑇(𝑧, 𝑧̅) realna funkcija kompleksnih 
spremenljivk, mora biti 𝐶2 realna konstanta oziroma je lahko realna konstanta sestavljena iz 
kompleksnih konstant. Na podlagi tega smo zapisali 
𝐶2 = 𝑐2 + 𝑐2̅ = 𝑎2 + 𝑖 ∙ 𝑏2 + (𝑎2 − 𝑖 ∙ 𝑏2) = 2 ∙ 𝑎2 = 2 ∙ 𝑅𝑒(𝑐2)  
 
Zgoraj zapisani enačbi smo upoštevali pri zapisu enačbe porazdelitve temperature in dobili 
𝑇(𝑧, 𝑧̅) = 𝐶1 ∙ 𝑧 + 𝑔3(𝑧) + 𝑐2 + 𝑐2̅ + 𝑔2(𝑧̅)  
 
Zatem smo privzeli, da velja 
1
2






∙ 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑐2̅ + 𝑔2(𝑧̅)  
 




∙ (𝑔(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ) (3.13) 
 
V primeru dvakrat povezanega območja (npr. cev) iščemo rešitev funkcije 𝑔(𝑧) v obliki 
enačb 






2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑧) (3.14) 











3.2.2 Robni pogoji 
V nadaljevanju iskanja enačbe temperaturne porazdelitve v cevi smo zapisali robna pogoja. 
Predpostavili smo, da je temperatura časovno neodvisna. Z uporabo enačbe (3.13) smo 
zapisali robna pogoja na notranjem in zunanjem robu. 
 
 
Robni pogoj pri 𝒓 = 𝑹𝟏 
 
Na notranjem robu cevi se temperatura spreminja v skladu z enačbo (3.9), zato je 




















Da bi poenostavili nadaljnje izpeljave smo uvedli novo spremenljivko 







Pri zapisu prvega robnega pogoja smo upoštevali pričakovano obliko končne rešitve. Najprej 
smo za prvi robni pogoj na podlagi enačb (3.14) in (3.15) ločeno zapisali enačbi 






2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑡1)  
 
in 






2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑡1̅)  
 
Za zapis levega dela enačbe prvega robnega pogoja smo zapisani enačbi sešteli in dobili 
𝑔(𝑡1) + 𝑔(𝑡1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∑ (𝑑𝑚 ∙ 𝑡1







2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ (𝑙𝑛(𝑡1) + 𝑙𝑛(𝑡1̅))  
 
Upoštevali smo, da velja 
𝑡1 ∙ 𝑡1̅ = 𝑅1










𝑚   
 
ter po upoštevanju relacije pri zapisu robnega pogoja dobili enačbo 
𝑔(𝑡1) + 𝑔(𝑡1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∑ (𝑑𝑚 ∙ 𝑡1











Nato smo ugotovili, da velja 
















in po vstavitvi povezav v zapis robnega pogoja, dobili enačbo 













Izpeljano enačbo (3.18) smo upoštevali pri zapisu prvega robnega pogoja v enačbi (3.16) in 
dobili 








∙ 𝑙𝑛(𝑅1) = 2 ∙ 𝑇21 +

















Robni pogoj pri 𝒓 = 𝑹𝟐 
 
Na zunanjem robu cevi je temperatura konstantna in je enaka temperaturi okolice, v kateri 
se nahaja cev. Torej velja 
𝑔(𝑡2) + 𝑔(𝑡2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∙ 𝑇𝑧 (3.20) 
 
Podoben postopek kot v primeru prvega robnega pogoja smo nato izvedli tudi za zapis levega 
dela drugega robnega pogoja, enačba (3.20). Po izpeljavi smo dobili enačbo 








∙ 𝑙𝑛(𝑅2) (3.21) 
 
To enačbo (3.21) smo upoštevali pri zapisu drugega robnega pogoja, enačba (3.20), in dobili 








∙ 𝑙𝑛(𝑅2) = 2 ∙ 𝑇𝑧 (3.22) 
 
 
3.2.2.1 Določitev neznank v enačbi 
Iz enačb (3.19) in (3.22) smo ugotovili, da imamo pri zapisu robnih pogojev sistem 
neskončnega števila enačb in z neskončno neznankami. Sistem enačb smo reševali tako, da 
smo robna pogoja zapisali pri različnih vrednostih koeficienta 𝑚. Nato smo izenačili člene 
pri enakih potencah 𝑡1
𝑚 in 𝑡2





Koeficient 𝒎 = 𝟎 
 
Najprej smo v enačbah (3.19) in (3.22) upoštevali 𝑚 = 0. Nato smo iz enačb izpisali člene, 
ki so pomnoženi z enakima potencama 𝑡1
0 in 𝑡2
0 ter dobili 
𝑑0 + ?̅?0 −
𝑄1
𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑅1) = 2 ∙ 𝑇21 +
2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2)
𝜋
∙ (𝜃1 − 𝜃1) = 2 ∙ 𝑇21  
𝑑0 + ?̅?0 −
𝑄1
𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑅2) = 2 ∙ 𝑇𝑧  
 
V nadaljevanju smo izračunali neznane koeficiente 𝑄1, 𝑑0 in ?̅?0. V prvem koraku smo 
dobljeni enačbi med seboj odšteli in izrazili koeficient 𝑄1 
𝑄1
𝜋 ∙ 𝜆0
∙ (𝑙𝑛(𝑅2) − 𝑙𝑛(𝑅1)) = 2 ∙ (𝑇21 − 𝑇𝑧)  
𝑄1 =







Pri izpeljavi koeficientov 𝑑0 in ?̅?0 smo upoštevali, da zaradi dejstva, da je 𝑥 os hkrati tudi 
simetrijska os (glej sliko 3.2), velja 𝑑0 = ?̅?0. Zatem smo pri zapisu prvega robnega pogoja 
upoštevali enačbo (3.23) in po poenostavitvi dobili 
2 ∙ 𝑑0 = 2 ∙ 𝑇21 +




) ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ (𝑇21 − 𝑇𝑧)  









Koeficient 𝒎 = 𝟏 
 
Nato smo v enačbi (3.19) in (3.22) upoštevali 𝑚 = 1. Tako kot v prejšnjem primeru smo 
izpisali člene pri enakih potencah 𝑡1
1 in 𝑡2
1 
𝑑1 + ?̅?−1 ∙ 𝑅1
−2 =






𝑑1 + ?̅?−1 ∙ 𝑅2
−2 = 0  
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Po izpeljavi smo dobili enačbi 
?̅?−1 =






𝑑1 = −?̅?−1 ∙ 𝑅2
−2 = −







Koeficient 𝒎 = 𝟐 
 
V naslednjem koraku smo upoštevali 𝑚 = 2. Po primerjavi členov pri potencah 𝑡1
2 in 𝑡2
2 in 
izpeljavi smo dobili enačbi 
?̅?−2 =
2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2) ∙ 𝑠𝑖𝑛(2 ∙ 𝜃1) ∙ 𝑅1
2 ∙ 𝑅2
4




𝑑2 = −?̅?−2 ∙ 𝑅2
−4 = −
2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2) ∙ 𝑠𝑖𝑛(2 ∙ 𝜃1) ∙ 𝑅1
2






Koeficient 𝒎 = 𝟑 
 
Podoben postopek kot v prejšnjih korakih smo ponovili tudi za 𝑚 = 3 in dobili enačbi 
?̅?−3 =
2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2) ∙ 𝑠𝑖𝑛(3 ∙ 𝜃1) ∙ 𝑅1
3 ∙ 𝑅2
6
3 ∙ 𝜋 ∙ (𝑅2
6 − 𝑅1
6)
  (3.29) 
𝑑3 = −?̅?−3 ∙ 𝑅2
−6 = −
2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2) ∙ 𝑠𝑖𝑛(3 ∙ 𝜃1) ∙ 𝑅1
3






Koeficient 𝒎 = −𝟏 
 
Zatem smo se odločili, da bomo preverili še, kaj se zgodi s koeficienti, če je 𝑚 negativen. V 
enačbi (3.19) in (3.22) smo vstavili vrednost 𝑚 = −1 in po izpeljavi dobili izraza 
?̅?1 = −





𝑑−1 = −?̅?1 ∙ 𝑅2
2 =








Po primerjavi enačb (3.25) in (3.32) ter enačb (3.26) in (3.31) smo ugotovili, da velja 
?̅?−1 = 𝑑−1  
 
in 
𝑑1 = ?̅?1  
 
 
Koeficient 𝒎 = −𝟐 
 
Podobno smo storili tudi pri vrednosti koeficienta 𝑚 = −2. Po izpeljavi smo dobili enačbi 
?̅?2 = −
2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2) ∙ 𝑠𝑖𝑛(2 ∙ 𝜃1) ∙ 𝑅1
2




𝑑−2 = −?̅?2 ∙ 𝑅2
4 =
2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2) ∙ 𝑠𝑖𝑛(2 ∙ 𝜃1) ∙ 𝑅1
2 ∙ 𝑅2
4





Tudi v tem primeru smo ugotovili, da velja 
?̅?−2 = 𝑑−2  
 
in 
𝑑2 = ?̅?2  
 
 
3.2.2.2 Določitev splošnega člena 
Z upoštevanjem enačb (3.25), (3.26), (3.27), (3.28), (3.29), (3.30), (3.31), (3.32), (3.33) in 
(3.34) smo zapisali splošna izraza za določitev neznanih koeficientov za poljubno vrednost 
spremenljivke 𝑚 
𝑑𝑚 = ?̅?𝑚 = −












𝑑−𝑚 = ?̅?−𝑚 =

















Na koncu smo zapisali še zvezo med enačbama (3.35) in (3.36) 




3.2.3 Funkcija porazdelitve temperature v kompleksnem 
koordinatnem sistemu 
Po določitvi neznank iz robnih pogojev smo se lotili iskanja funkcije porazdelitve 
temperature v kompleksni ravnini. Upoštevali smo, da obravnavamo dvakrat povezano 
območje (cev) in na podlagi enačb (3.14) in (3.15) zapisali 










2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑧)  










2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑧̅)  
 
Pri zapisu enačb smo upoštevali enačbo (3.37) in dobili 







2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑧)  







2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0
∙ 𝑙𝑛(𝑧̅)  
 
Enačbi smo nato sešteli in dobili 
𝑔(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 ∙ 𝑑0 + ∑ 𝑑𝑚 ∙ (𝑧
𝑚 + 𝑧̅𝑚 − 𝑅2






2 ∙ 𝜋 ∙ 𝜆0






Enačbo (3.38) smo vstavili v enačbo (3.13). Pri zapisu smo upoštevali še enačbe (3.23), 
(3.24) in (3.35). Dobili smo končno enačbo za določitev temperature v kompleksnem 






















𝑚 + 𝑧̅𝑚 − 𝑅2










∙  𝑙𝑛(√𝑧 ∙ 𝑧̅) 
 
 





























3.2.4 Prehod v polarni koordinatni sistem 
Enačbo (3.39) smo nato zapisali nazaj v polarni koordinatni sistem. Zaradi večje 
preglednosti med transformacijo nismo prepisovali celotne enačbe. Ob upoštevanju enačb 
(2.15) in (2.16) smo najprej upoštevali, da velja 
𝑧 ∙ 𝑧̅ =  𝑟2 ∙ (cos2(𝜃) − 𝑖2 ∙ sin2(𝜃)) = 𝑟2 ∙ (cos2(𝜃) + sin2(𝜃)) = 𝑟2  
 
Nato smo z upoštevanjem enačb (2.15) in (2.16) dobili izraz  
𝑧−𝑚 + 𝑧̅−𝑚 = 𝑟−𝑚 ∙ 𝑒−𝑖𝑚𝜃 + 𝑟−𝑚 ∙ 𝑒𝑖𝑚𝜃 = 𝑟−𝑚 ∙ (𝑒−𝑖𝑚𝜃 + 𝑒𝑖𝑚𝜃)  
𝑧−𝑚 + 𝑧̅−𝑚 = 2 ∙ 𝑟−𝑚 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (𝑚𝜃) (3.40) 
 
Podobno smo zapisali še 




Na podlagi enačb (3.40) in (3.41) smo zapisali 
𝑅2
2𝑚 ∙ (𝑧−𝑚 + 𝑧̅−𝑚) − 𝑧𝑚 − 𝑧̅𝑚 = 2 ∙ 𝑅2
2𝑚 ∙ 𝑟−𝑚 ∙ cos(𝑚𝜃) − 2 ∙ 𝑟𝑚 ∙ cos(𝑚𝜃)  
𝑅2






To enačbo smo zatem vstavili v enačbo (3.39) in dobili končno enačbo za določitev 
temperature v polarnem koordinatnem sistemu 











2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2)
𝜋
∙ ∑















3.3 Napetosti v cevi 
V zadnjem delu naše naloge smo iskali enačbo za izračun napetosti v odvisnosti od radija in 




Slika 3.4: Normalne napetosti v cevi 
 
Pri obravnavi cevi smo upoštevali, da gre za poljubno debelo cev, kjer debeline ne smemo 








Iz slike 3.1 je razvidno, da mesto in smer merjenja kota nista enaka, kot sta bila pri izpeljavi 
enačbe za temperaturno porazdelitev, prikazano na sliki 3.2. To smo morali upoštevati v 
enačbi (3.42). Spremembo smeri kota smo upoštevali z negativnim predznakom, zamik 
izhodišča merjenja kota pa z ustreznim premikom 𝜑0 =
𝜋
2
. Dobili smo enačbo 










2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2)
𝜋
∙ ∑
















Površina prereza poljubne cevi z notranjim polmerom 𝑅1 in zunanjim polmerom 𝑅2 je 
∫ 𝑑𝐴
𝐴





















∙ 2𝜋  
𝐴 = 𝜋 ∙ (𝑅2
2 + 𝑅1
2) (3.44) 
V izpeljavi enačbe za izračun napetosti nastopa temperaturna sprememba v posameznem 
delu cevi glede na temperaturo 𝑇0, ki predstavlja temperaturo, kjer je deformacija v cevi 
enaka nič. Nato smo zapisali temperaturno razliko med temperaturo v cevi (3.43) in 
temperaturo, kjer se deformacija ne pojavi 
𝜏 = 𝑇(𝑟, 𝜃) − 𝑇0  










2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2)
𝜋
∙ ∑



















3.3.1 Deformacija težiščne osi 𝜺𝟎 
V naslednjem koraku smo se lotili izpeljave enačbe za izračun deformacije težiščne osi. 
Zaradi kompleksnosti izrazov smo najprej izračunali integral iz enačbe (2.6). Pri zapisu 
enačbe smo upoštevali enačbo (3.45) in dobili 
∫ 𝜏(𝑦)𝑑𝐴
𝐴
































) ∙ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 
(3.46) 
 
V naslednjem koraku smo integral izračunali v več delih, ki smo jih označili 




















𝐷3 = ∫ ∫





















∙ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 
(3.49) 
 
Najprej smo izračunali integral iz enačbe (3.47) in dobili 





∙ 2𝜋 =  (𝑇21 − 𝑇0) ∙ (𝑅2
2 − 𝑅1
2) ∙ 𝜋 (3.50) 
 
Nato smo rešili integral v enačbi (3.48). V prvem koraku reševanja smo iz integrala izločili 







∙ 2𝜋 ∙ ∫ 𝑟 ∙ 𝑙𝑛 (
𝑅1
𝑟







Integriranje po radiju smo opravili z metodo »per partes« (integracija po delih). Za 
spremenljivki 𝑢 in 𝑣 smo izbrali 
𝑢 = 𝑙𝑛 (
𝑅1
𝑟









Po metodi »per partes« je 
∫ 𝑟 ∙ 𝑙𝑛 (
𝑅1
𝑟






















∫ 𝑟 ∙ 𝑙𝑛 (
𝑅1
𝑟






































Sledila je še obravnava integrala v enačbi (3.49). Tako kot v prejšnjem primeru smo najprej 
iz integrala izpostavili vse konstante 
𝐷3 =






























Nato smo se posebej lotili integriranja po kotu. Ker smo imeli opravka z integriranjem vsote, 
smo morali integral izračunati pri različnih vrednostih parametra 𝑚. Najprej smo upoštevali 
















) − 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
2





Vrednost integrala za 𝑚 = 1 je enaka 0. Enako smo ugotovili tudi pri vseh ostalih vrednostih 
parametra 𝑚 (navajamo rezultat za 𝑚 = 2 in 𝑚 = 3) 
∫ 𝑐𝑜𝑠(𝜋 − 2𝜃)𝑑𝜃
2𝜋
0







= 0, 𝑚 = 3  
 
Iz ugotovitev, da je integral po kotu pri vseh vrednostih koeficienta 𝑚 enak 0, sledi, da je 
𝐷3 = 0 (3.52) 
 
Enačbe (3.50), (3.51) in (3.52) smo vstavili v enačbo (3.46) in dobili 
∫ 𝜏(𝑦)𝑑𝐴
𝐴
= (𝑇21 − 𝑇0) ∙ (𝑅2
2 − 𝑅1


























































3.3.2 Radij ukrivljenosti 𝝆𝟎 
Sledila je izpeljava enačbe za izračun radija ukrivljenosti (glej sliko 2.4). Najprej smo na 
podlagi izbranega koordinatnega sistema (glej sliko 3.1) izrazili koordinato 𝑦 v polarnem 
koordinatnem sistemu 
𝑦 = 𝑟 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃)  
 
Tako kot pri izpeljavi enačbe deformacije težiščne osi smo se tudi tu odločili, da bomo 
najprej posebej izračunali integral iz enačbe (2.7). Pri tem smo upoštevali zgoraj napisan 
izraz koordinate 𝑦 v polarnem koordinatnem sistemu in enačbo (3.45). Dobili smo 
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∫ 𝑦 ∙ 𝜏(𝑦) 𝑑𝐴
𝐴































) ∙ 𝑟2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑑𝑟 𝑑𝜃 
(3.54) 
 
Integral smo izračunali v dveh delih 















𝐷5 = ∫ ∫ (























) ∙ 𝑟2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑑𝑟 𝑑𝜃 
(3.56) 
 





2𝜋 = −(1 − 1) = 0  
 
Iz tega sledi, da je celoten integral iz enačbe (3.55) enak 0 oziroma 
𝐷4 = 0 (3.57) 
 
Sledil je izračun integrala iz enačbe (3.56). Iz integrala smo izpostavili vse konstante 
𝐷5 =
2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2)
𝜋
∙ ∑











∙ ∫ 𝑐𝑜𝑠 (𝑚(
𝜋
2















Nato smo integrirali po kotu. Ponovno smo imeli opravka z integriranjem neskončne vsote, 
zato smo integral izračunali pri različnih vrednostih parametra 𝑚. Najprej smo integral 









Pri reševanju smo uporabili adicijske izreke 
𝑐𝑜𝑠(𝐴 ± 𝐵) = 𝑐𝑜𝑠(𝐴)𝑐𝑜𝑠(𝐵) ∓ 𝑠𝑖𝑛(𝐴)𝑠𝑖𝑛(𝐵)  
𝑠𝑖𝑛(𝐴 ± 𝐵) = 𝑠𝑖𝑛(𝐴)𝑐𝑜𝑠(𝐵) ± 𝑠𝑖𝑛(𝐵)𝑐𝑜𝑠(𝐴)  
 




− 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋
2
) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
2
) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) = 𝑠𝑖𝑛(𝜃)  
 










∙ (1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝜃))  
 













∙ 𝑠𝑖𝑛(4𝜋) − 0 +
1
2
∙ 𝑠𝑖𝑛(0)) = 𝜋  
 
Nato smo izvedli integracijo po kotu za 𝑚 = 2 in dobili 
∫ 𝑐𝑜𝑠(𝜋 − 2𝜃) ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑑𝜃
2𝜋
0
= 0  
 




− 3𝜃) ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑑𝜃
2𝜋
0
= 0  
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Na podlagi teh in dodatnih izračunov za 𝑚 = 4, 𝑚 = 5 … smo sklepali, da je integral po 
kotu različen od nič zgolj v primeru, ko je 𝑚 = 1. Zato smo v nadaljnjem zapisu enačbe za 
določitev koeficienta 𝐷5 opustili pisanje vsote, saj so vsi členi, pri katerih koeficient 𝑚 ≠ 1, 
enaki nič. S tem se je enačba (3.56) bistveno poenostavila 





∙ ∫ 𝑟 ∙ (𝑅2





Postopek smo nadaljevali z integriranjem po radiju, seveda zgolj za 𝑚 = 1, in dobili 
∫ 𝑟 ∙ (𝑅2




2 ∙ 𝑟 𝑑𝑟 
𝑅2
𝑅1
















To smo upoštevali pri zapisu koeficienta 𝐷5 in dobili 


















Enačbi (3.57) in (3.58) smo vstavili v enačbo (3.54) in dobili 
∫ 𝑦 ∙ 𝜏(𝑦) 𝑑𝐴
𝐴




























Nato smo enačbo (3.59) vstavili v enačbo (2.7) in po poenostavitvi dobili enačbo za 
določitev radija ukrivljenosti 𝜌0 
1
𝜌0












3.3.3 Enačba za določitev normalnih napetosti 𝝈𝒙𝒙 
Na koncu smo izpeljali še enačbo za določitev napetosti v cevi. V enačbo (2.5) smo vstavili 
enačbi (3.53) in (3.60) ter dobili 
































































2 ∙ 𝑟 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 
 
 
Po poenostavitvi smo dobili urejeno enačbo za izračun napetosti v cevi 






















1 − 2 ∙ 𝑙𝑛 (
𝑅1
𝑟 )










2 ∙ (𝑇1 − 𝑇2)
𝜋





























4 Rezultati in diskusija 
V nadaljevanju smo obravnavali dva ločena primera (glej sliko 4.1): 
‐ debelostensko in 




Slika 4.1: Obravnavana cev 
 
Najprej smo izračune opravili za debelostensko, nato pa še za tankostensko cev. V tabelah 
smo poleg rezultatov, izračunanih z enačbo (3.61), predstavili tudi napetosti, ki smo jih 
izračunali z enačbami, ki so jih izpeljali Flieder et al. [3]. Izračunali smo tudi napetosti, ki 
jih dobimo, če pri izpeljavi upoštevamo DTT. Flieder et al. [3] so pri izpeljavi enačbe za 
izračun napetosti izpeljali na podlagi upogibne teorije. Upoštevali so, da je obravnavana cev 
tankostenska, da je temperaturni gradient skozi vsak prerez cevi enak v katerem koli 
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Za obe cevi smo uporabili enake podatke o temperaturah, kotu in materialnih lastnostih cevi, 
ki so zbrani v spodnjih preglednicah. 
 
Preglednica 4.1: Podatki o temperaturah 
𝑇1 [°C] 𝑇2 [°C] 𝑇𝑧  [°C] 𝑇0 [°C] 
37,8 65,6 65,6 0,0 
 
 
Preglednica 4.2: Geometrijske in materialne lastnosti 
𝛳1 [°] 𝐸 [MPa] 𝛼 [K
−1] 
45 207000 1,17 ‧ 10-5 
 
 
4.1.1 Debelostenska cev 
Pri obravnavi debelostenske cevi smo upoštevali dimenzije cevi zapisane v spodnji 
preglednici. 
 
Preglednica 4.3: Dimenzije debelostenske cevi 




Ob upoštevanju podatkov v preglednicah 4.1, 4.2 in 4.3 smo s pomočjo enačb (2.8), (3.53) 
in (3.60) izračunali razdaljo do nevtralne osi 𝑎, deformacijo težiščne osi 𝜀0 in radij 
ukrivljenosti cevi 𝜌0. Rezultate smo zapisali v preglednico 4.4. 
 
Preglednica 4.4: Razdalja do nevtralne osi, deformacija težiščne osi in radij ukrivljenosti 
debelostenske cevi 
𝑎 [mm] 𝜀0 [/]  𝜌0 [mm] 
768,052 0,000731761 1,04959‧106 
 
 
Napetosti smo izračunali na vsakih 15° po celotnem obodu na notranjem in zunanjem robu 
debelostenske cevi. Ker je napetost simetrična glede na koordinatno os 𝑦, smo v preglednico 
zapisali napetosti le na intervalu [−90°, 90°] (glej sliko 4.1). V preglednici 4.5 so najprej 
podane napetosti, ki smo jih izračunali po enačbi (3.61), v tretjem in četrtem stolpcu so 
zapisane napetosti, izračunane z enačbami, izpeljanimi na podlagi DTT, v zadnjem stolpcu 
pa so podane napetosti, ki so določene po enačbah Flieder et al. [3]. 
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Preglednica 4.5: Napetosti po obodu debelostenske cevi 
 Enačba (3.61) Metoda DTT Metoda DTT Flieder et al. [1] 
𝛳 [°] 𝜎𝑥𝑥 [MPa] 𝜎𝑥𝑥 [MPa] 𝜎𝜃𝜃 [MPa] 𝜎𝑥𝑥 [MPa] 
-90 
2,459 -2,263 -15,739 
13,476 
6,798 9,711 9,711 
-75 
2,123 -2,300 -14,744 
12,444 
6,314 9,020 9,020 
-60 
1,138 -2,410 -11,826 
9,416 
4,895 6,993 6,993 
-45 
-0,429 -2,584 -7,184 
4,599 
2,639 3,770 3,770 
-30 
-2,472 -2,812 -1,134 
-1,678 
-0,302 -0,432 -0,432 
-15 
-4,850 -3,077 5,911 
-8,988 
-3,727 -5,324 -5,324 
0 
-7,402 -3,360 13,472 
-16,832 
-7,402 -10,574 -10,574 
15 
-9,954 -3,645 21,032 
-24,677 
-11,077 -15,825 -15,825 
30 
-12,333 -3,910 28,077 
-31,987 
-14,502 -20,717 -20,717 
45 
19,290 29,528 34,127 -38,264 
-17,443 -24,918 -24,918 29,065 
60 
51,387 63,018 -24,918 
24,249 
-19,699 -28,142 38,769 
75 
50,402 62,908 -28,142 
21,221 
-21,118 -30,169 41,687 
90 
50,066 62,870 -30,169 
20,188 
-21,602 -30,860 42,683 
Napetosti so v preglednici zapisane tako, da je pri posameznem kotu zgoraj zapisana napetost na notranjem, 
spodaj pa na zunanjem robu. Po enačbah Flieder et al. [3] pri kotu 45° dobimo dve vrednosti napetosti, ker 
imamo za popis napetosti po obodu dve enačbi (posebej za omočen in neomočen del cevi).  
 
 
Na podlagi napetosti, izračunanih po enačbi (3.61), smo narisali graf, ki prikazuje 
spreminjanje aksialnih napetosti v odvisnosti od kota na notranjem in zunanjem robu cevi. 
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Slika 4.2: Normalne napetosti 𝜎𝑥𝑥 po enačbi (3.61) za debelostensko cev 
 
Iz slike 4.2 vidimo, da so napetosti na zunanji strani manjše kot na notranji strani. Napetosti 
so pri kotu −90° na notranji in zunanji strani cevi natezne, nato pa pri kotu −45° oz. −30° 
preidejo v tlak. Na zunanjem delu cevi napetosti ostanejo tlačne, na notranjem delu pa pri 
kotu 35° napetosti ponovno preidejo v nateg. Opazimo, da sta na neomočenem delu cevi 
napetosti na notranjem in zunanjem robu skoraj enaki. Do večjih sprememb pride v območju, 
kjer je cev omočena. V tem območju napetosti na notranjem robu sunkovito narastejo 
(ponovno preidejo v natezno območje), napetosti na zunanjem robu pa se ne spremenijo 
bistveno. 
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Iz slike 4.3 razberemo, da je potek napetosti, izračunanih po drugih metodah, na notranjem 
robu podoben poteku napetosti, ki smo ga izračunali z enačbo (3.61). Najprej so napetosti 
natezne, nato preidejo v tlak in zatem spet v nateg. Vidimo, da se izračunane napetosti na 
notranjem robu po naši metodi precej dobro ujemajo z napetostmi, izračunanimi z enačbami, 
ki so izpeljane na podlagi DTT. Na drugi strani pa smo opazili, da imajo napetosti, 
izračunane po enačbah Flieder et al. [3] sicer podoben potek kot naše napetosti, vendar 
vrednosti med seboj kar precej odstopajo. Odstopanja so verjetno posledica predpostavk in 
poenostavitev, ki so jih Flieder et al. [3] uporabili pri izpeljavi enačb. 
 





Slika 4.4: Normalne napetosti 𝜎𝑥𝑥 na zunanjem robu debelostenske cevi 
 
Iz slike 4.4 opazimo, da so poteki napetosti, ki so bili izračunani po drugih metodah, podobni 
poteku napetosti, ki smo jih izračunali po enačbi (3.61). Po vseh metodah so poteki napetosti 
zelo podobni do kota 45°, od tega kota naprej sta si še vedno zelo podobna poteka napetosti, 
izračunanih z enačbo (3.61) in napetosti, izračunanimi z enačbami po DTT. Napetosti, 
izračunane z enačbami Flieder et al. [3], se v tem delu močno spremenijo. Sunkovita 
sprememba je verjetno posledica uporabljenih predpostavk in poenostavitev, ki so jih pri 
izpeljavi enačb uporabili Flieder et al. [3]. 
 
Nato smo narisali še grafa napetosti, ki prikazujeta aksialne in cirkularne napetosti, 
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Slika 4.5: Normalne napetosti 𝜎𝑥𝑥 in cirkularne napetosti 𝜎𝜃𝜃, izračunane po DTT na notranjem 




Slika 4.6: Normalne napetosti 𝜎𝑥𝑥 in cirkularne napetosti 𝜎𝜃𝜃 po DTT na zunanjem robu 
debelostenske cevi 
 
Iz slik 4.5 in 4.6 smo opazili, da se pri obravnavi problema z DTT v cevi pojavijo tudi 
cirkularne napetosti. Te napetosti so enakega velikostnega razreda kot aksialne napetosti in 













𝜎𝑥𝑥 - po DTT











𝜎𝑥𝑥 - po DTT
𝜎𝜃𝜃 - po DTT
Rezultati in diskusija 
46 
4.1.2 Tankostenska cev 
Pri obravnavi tankostenske cevi smo upoštevali dimenzije cevi zapisane v spodnji 
preglednici. 
 
Preglednica 4.6: Dimenzije tankostenske cevi 




Najprej smo z upoštevanjem podatkov iz preglednic 4.1, 4.2 in 4.6 s pomočjo enačb (2.8), 
(3.53) in (3.60) izračunali razdaljo do nevtralne osi 𝑎, deformacijo težiščne osi 𝜀0 in radij 
ukrivljenosti 𝜌0. Rezultate smo zapisali v preglednico 4.7. 
 
Preglednica 4.7: Razdalja do nevtralne osi, deformacija težiščne osi in radij ukrivljenosti 
tankostenske cevi 
𝑎 [mm] 𝜀0 [/]  𝜌0 [mm] 
715,516 0,000727244 983873 
 
 
Nato smo z enačbo (3.61) izračunali napetosti po obodu cevi. Napetosti smo ponovno 
izračunali na vsakih 15° po celotnem obodu (glej sliko 4.1) na notranjem in zunanjem delu 
cevi. Zaradi simetrije glede na koordinatno os 𝑦 smo napetosti zapisali le na intervalu 
[−90°, 90°]. 
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Preglednica 4.8: Napetosti po obodu tankostenske cevi 
 Enačba (3.61) Metoda DTT Metoda DTT Flieder et al. [1] 
𝛳 [°] 𝜎𝑥𝑥 [MPa] 𝜎𝑥𝑥 [MPa] 𝜎𝜃𝜃 [MPa] 𝜎𝑥𝑥 [MPa] 
-90 
6,390 3,354 -10,123 
13,476 
6,811 9,730 9,730 
-75 
5,889 3,079 -9,364 
12,444 
6,295 8,993 8,993 
-60 
4,417 2,275 -7,141 
9,416 
4,782 6,831 6,831 
-45 
2,077 0,996 -3,603 
4,599 
2,374 3,392 3,392 
-30 
-0,973 -0,671 1,007 
-1,678 
-0,763 -1,090 -1,090 
-15 
-4,525 -2,613 6,375 
-8,988 
-4,416 -6,309 -6,309 
0 
-8,337 -4,696 12,136 
-16,832 
-8,337 -11,910 -11,910 
15 
-12,149 -6,780 17,897 
-24,677 
-12,258 -17,511 -17,511 
30 
-15,701 -8,722 23,265 
-31,987 
-15,911 -22,730 -22,730 
45 
14,913 23,276 27,875 -38,264 
-19,049 -27,212 -27,212 29,065 
60 
46,237 55,662 31,413 
24,249 
-21,456 -30,651 -30,651 
75 
44,766 54,857 33,636 
21,221 
-22,969 -32,813 -32,813 
90 
44,264 54,582 34,395 
20,188 
-23,485 -33,551 -33,551 
Napetosti so v preglednici zapisane tako, da je pri posameznem kotu zgoraj zapisana napetost na notranjem, 
spodaj pa na zunanjem robu. Po enačbah Flieder et al. [3] pri kotu 45° dobimo dve vrednosti napetosti, ker 
imamo za popis napetosti po obodu dve enačbi (posebej za omočen in neomočen del cevi). 
 
Na podlagi napetosti, izračunanih po enačbi (3.61), zbranih v preglednici 4.8 smo narisali 
graf (glej sliko 4.7), ki prikazuje spreminjanje aksialnih napetosti v odvisnosti od kota na 
notranjem in zunanjem robu cevi. 
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Slika 4.7: Normalne napetosti 𝜎𝑥𝑥 po enačbi (3.61) za tankostensko cev 
 
Iz slike 4.7 opazimo, da so napetosti na zunanjem robu manjše in z bolj umirjenim potekom 
kot napetosti na notranjem robu. Napetosti na notranji in zunanji strani so pri kotu −90° 
natezne. Pri kotu −35° napetosti preidejo v tlak. Potek napetosti na notranji in zunanji strani 
je praktično enak vse do kota približno 30° (bližina temperaturne spremembe – omočen del 
cevi). Napetosti na notranjem robu nato ponovno preidejo v nateg, napetosti na zunanjem 
robu pa ostanejo tlačne. 
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Iz slike 4.8 ugotovimo, da je potek napetosti, izračunanih po enačbi (3.61), v primeru 
tankostenske cevi popolnoma enak poteku napetosti, izračunanih po DTT. Potek napetosti, 
izračunanih iz enačb, ki so jih izpeljali Flieder et al. [3], pa je enak kot v primeru 
debelostenske cevi, saj v enačbah radija (zunanji in notranji) nista upoštevana (glej sliko 
4.3). Napetosti, izračunane po vseh treh metodah, pri kotu -45° preidejo iz natega v tlak, nato 
pa pri kotu 30° oz. 45° (po Flieder et al. [3]) preidejo nazaj iz tlaka v nateg. 
 




Slika 4.9: Normalne napetosti 𝜎𝑥𝑥 na zunanjem robu tankostenske cevi 
 
Ugotovimo, da so poteki napetosti po vseh metodah med seboj zelo podobni do kota 45°. 
Poteka napetosti izračunanih po enačbi (3.61) in po DTT sta še naprej zelo podobna, 
napetosti izračunane po enačbah Flieder et al. [3] pa se od obeh zelo razlikujejo. 
 
Zatem smo narisali še grafa napetosti, ki prikazujeta aksialne in cirkularne napetosti, 
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Slika 4.11: Normalne napetosti 𝜎𝑥𝑥 in cirkularne napetosti 𝜎𝜃𝜃 po DTT na zunanjem robu 
tankostenske cevi 
 
Iz slik 4.10 in 4.11 opazimo, da se tudi pri obravnavi tankostenske cevi z DTT v cevi pojavijo 
cirkularne napetosti. Te napetosti so enakega velikostnega razreda kot aksialne napetosti in 
so zato pomembne pri obravnavi temperaturno obremenjenih cevi. Zanimivo je, da so 
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1) Izpeljali smo enačbo za izračun napetosti za poljubno debelo cev, ki upošteva dejansko 
temperaturno porazdelitev v cevi (česar Flieder et al. [3] niso upoštevali). 
2) Kljub temu da pri izpeljavi nismo upoštevali radialnih in cirkularnih napetosti, se 
napetosti v aksialni smeri, izračunane po enačbi (3.61), presenetljivo dobro ujemajo z 
rezultati dobljenimi po DTT. 
3) Ugotovili smo, da je velikostni red napetosti, izračunanih po enačbi (3.61), pri 
debelostenski in tankostenski cevi podoben. Maksimalna razlika med napetostmi na 
notranji strani cevi (med debelostensko in tankostensko cevjo) je 5,802 MPa, ki se 
pojavi pri kotu 90°. Maksimalna razlika med napetostmi na zunanji strani cevi pa je 
1,883 MPa in se prav tako pojavi pri kotu 90°. 
4) Dobljeni rezultati nam omogočajo dimenzioniranje konstrukcij (cevovodov), kjer je v 
cevovodu prisoten nizkotemperaturni ali visokotemperaturni fluid, ki povzroča 
temperaturno obremenitev. 
5) Na podlagi primerjave dobljenih rezultatov z rezultati, ki jih dobimo po DTT in z 
enačbami po Flieder et al. [3], smo potrdili obe hipotezi. Ugotovili smo, da se rezultati 
naših izračunov precej dobro ujemajo z izračuni po DTT in da so izračunane vrednosti 
precej bolj natančne kot pa vrednosti izračunane po enačbah Flieder et al. [3]. 
 
Z enostavnejšim načinom obravnave problema smo izpeljali enačbe za določitev napetosti v 
poljubno debeli cevi, ki nam dajo primerljive rezultate kot enačbe, ki so izpeljane z bolj 
zahtevnimi metodami. Glavna prednost naše obravnave je, da smo upoštevali pravo 
porazdelitev temperature po debelini cevi. 
 
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
V prihodnosti bi bilo smiselno problem obravnavati z DTT. Na ta način bi dobili še bolj 
natančne enačbe za popis napetosti, predvsem pa ne bi zanemarili napetosti, ki se pojavijo v 
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